Segédanyag a kimutathaté eltérések nagysaganak szamitasahoz

Kemeény S., Dedk A., Lakné Komka K., Kunovszki P.:
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15.2. A masodfaju hiba valosziniisége, a kimutathato eltérés nagysaga
rogzitett hatasokra

A varianciaanalizisnél az adatok alapjan dontést hozunk a Ho nullhipotézisrdl, vagyis
arrol, hogy a faktornak van-e hatasa. Ha a nullhipotézist elutasitjuk, vagyis azt mondjuk,
hogy a faktornak van hatasa, el6fordulhat, hogy tévediink, ¢s csak a véletlen ingadozés
okozta, hogy az egyes csoportokra kiilonboz6 atlagok adodtak, ennek valdszinlisége o

Ha a nullhipotézist elfogadjuk, azt mondjuk ki, hogy a faktor hatasa a véletlen
ingadozashoz képest nem jelentds. Ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy nincs is hatas. Ha

nagy az ingadozas (szoras), az Fo probastatisztika nevezdjében Sé értéke nagy, igy nagy

hatdsok sem vehetdk észre. A mdasodfaji hiba £ valdszintisége annak valoszinlisége,
hogy a nullhipotézist elfogadjuk, pedig nem igaz, vagyis hogy a hatdst nem vessziik
¢észre, pedig a valésagban van.

Kivancsiak lehetiink arra, hogy egy dontésnél mekkora a madasodfaji hiba S
valoszinlisége. Kérdezhetjiik azt is, hogy a nullhipotézistdl vald6 mekkora eltérést
(mekkora hatast) mutathatnank ki az adott tervben.

15.2.1. Egy rogzitett faktor szerinti osztalyozas

A nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha F, < F,. A masodfaju hiba S valészintisége:
p=P(F, <F,|H,). (15.1)

Adott H: ellenhipotézishez, vagyis adott nagysagu feltételezett hatashoz [ értéke
kiszamithatd. A f értékének kiszamitasdhoz azt kell tudnunk, hogy amennyiben a Hi
ellenhipotézis igaz, Fo milyen valdszinliséggel vesz ol kiilonb6zo értékeket, vagyis Fo
eloszlasat kell ismerniink Hi érvényessége esetén.

A hatadsok szignifikancidjanak vizsgalatara szolgald F-proba azon alapul, hogy Fo

F-eloszlasu, ha Ho igaz. Ehhez ugy jutottunk, hogy a ZZ(yij —Y,)2 négyzetosszeg
i
folbontasaval a 9.3. alfejezetben! bizonyitottuk, hogy a >, Py, -y —«, )2

négyzetdsszeg y’c’ eloszlasu, v, =r—1 szabadsagi fokkal. Ha mindegyik «; =0,
vagyis nincs kiillonbség az A faktor szintjei kozott (ez a nullhipotézis), akkor az
ANOVA-téblazatban a faktor hatdsara vonatkozd S, = pi(yi_ -y. )2 négyzetosszeg

is y2c? eloszlast lesz. Varhato értéke ilyenkor E(S,)=v,02 =(r —1)o?.

1 A dokumentumban 1év6 fejezetszamok és egyenletszamok a Kemény S., Dedk A., Lakné Komka K., Kunovszki
P.: Kisérletek tervezése és értékelése (Typotex Kiado, 2017) kdnyv fejezeteire és egyenleteire utalnak.

1



A 9.3. alfejezetben azt is megmutattuk, hogy altalanossagban (tehat a nullhipotézis
igazsagatol fliggetleniil) az Sa négyzetosszeg varhato értéke

E(Sy)=vaol +2 picr’. (15.2)

Amennyiben a nullhipotézis nem igaz, tehat az A faktornak van hatdsa, az Sa
négyzetdsszeg tn. nem-centrilis y°-eloszlst kovet, és varhato értéke v, o2 helyett
E(S,)= (v s )Gez , ahol ¢° az eloszlas masik paramétere, amely a centralitastol valo
eltérést méri. Ez a ¢ paraméter a (9.31) egyenlet felhasznalasaval igy fejezheté ki:
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Ha az egyes i szinteken az ismétlések pi szama azonos,

sz‘i2

¢* = —1-— (kiegyensulyozott tervre). (15.4)

e

Ha a nullhipotézis nem igaz (nem mindegyik o hatas zérus), az s2 / sZ arany nem
F-eloszlasu, hanem un. nem-centralis F-eloszlast kovet: F™ (vl, v2,¢2).
Ennek a nem-centrélis F-eloszlasnak harom paramétere van: v és 1, az s; ill. s?

szorasnégyzetek szabadsagi fokai, ¢° az eloszlas harmadik paramétere (noncentrality
parameter).

A nem-centralis F-closzlas eloszlasfiiggvényének értékeit a mai statisztikai
programok kiszamitjak, tehat megadjak a masodfaju hiba valészintiségét:

B=P(F, <F,JH,)=P(F™(,v,.4?)<F,) (15.5)
15-1. példa

Legyen megint a faktor négyszintes (r = 4), az ismétlések szdma p = 3, az els6faju hiba
megengedett valdszinlisége o = 0.05. Az F-probanal a szamlalo szabadséagi foka w1 = 3,
a nevez6é v =8, a tablazatban ehhez « = 0.05-0s szignifikanciaszinten a kritikus
F-értek 4.07.

Kérdezziik azt, hogy adott p ismétlésszam esetén mekkora hatast tudunk kimutatni

90% biztonsaggal, vagyis a masodfaji hiba megengedett valoszintisége S = 0.1.

A A
Tegyiik fol pontosabban a kérdést ugy, hogy ha alzzae, aZ:—Eae,

oy, =a, =0, tehat az A faktor 1. és 2. szintjén az y varhato értékében a kiilonbség a o,
kisérleti bizonytalansag A-szorosa, vagy masképpen

A A
M= MO0 fy == O My =y =M,

akkor mekkora a A érték?



Ezek a A értékek olvashatok ki a Fiiggelék 1. tablazatabol. r=4 és p=3
paraméterekhez a tablazatos érték 3.941. Tehdt o, =20,, a,=-20,, a3=a, =0,
vagyis az A faktor 1. és 2. szintjén az y varhato értékében a kiilonbség a o, kisérleti
bizonytalansag négyszerese kell legyen ahhoz, hogy 90%-o0s biztonsaggal ki tudjuk
mutatni.

Az altalanosabb, a Fiiggelék Il. tablazat felhasznalasaval a kovetkezoképpen
jarhatunk el. Alkalmazzuk a 9.4. pontban megismert (9.34) jelolést:

r-1
Ez a ®(A) mutatja az oi hatasok szorasnégyzetszerii eltérését zérustol.
A nem-centralis F-eloszlas paramétere:

g PXer p(r—12)®(A)_ (15.6)

2
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fgy azt kérdezhetjiik, hogy mekkora d(A) mutathaté ki az adott kisérleti elrendezéssel.
Az F-probaban a szamlalo szabadsagi foka r —1, a nevez6é r(p —1). A Fiiggelék 11
@(hatas )
EMS(nevez6)
valoszinliségekhez. A négyzetgyokos kifejezést a késObbiekben hasznaljuk ¢és
definiljuk 4ltalanos esetre, itteni értelme  p®(A)/c? .
A példabeli r = 4 és p = 3 esetre a szamlalo szabadsagi foka 3, a nevezdé 4-2=8, a
tablazatbol kiolvasott érték 2.805. A kimutathaté szérasarany, y®(A)/c? ebbél tgy

adodik, hogy a tablazatos értéket elosztjuk a p = 3 ismétlésszdm négyzetgyokével. Az
eredmény: 1.619, vagyis

tablazataban \/C értékek vannak o =0.05 ¢és p=0.1 hiba-

Y af
(r—1)
Tehat a hatasok szorasszerli nagysaga 1.6-szerese kell legyen o, -nek ahhoz, hogy 90%

biztonsaggal kimutassuk.
Masképpen:

= 1.6190,

Yaf
(r—1)
vagyis ®(A) az ismétlések o2 varianciajanak 2.6-szerese kell legyen.
Fejezzitk ki ®(A)-t a keresett A szorzokkal:

P(A) =

= 1.619%¢2 ~ 2.607




Ebbél A=3.95~4.
Altalanosan a két szint kozott kimutathato legkisebb kiilonbség képlete:

5=Ac, =/2(r-1)D(A),

ami ugy értendd, hogy ha a faktornak csak két szintje kozott van o nagysagu kiilonbség,
azt 1- S valosziniiséggel tudjuk kimutatni az adott tervbol.

Ha a faktor hatdsa ugyan nem zérus (ahogy a nullhipotézis allitja), de ennél az
aranynal kisebb a hatas ,,szorasnégyzete”, elég nagy (> 0.1) a valdszintisége annak, hogy
ne vegyiik észre, ¢és elfogadjuk a Ho: ¢; =0, i =1,...,r nullhipotézist.

A szamitisok (o ismeretét feltételezve) mar a kisérletek végrehajtisa elott

elvégezhetdk, tehat megtudhatjuk, hogy az elképzelt kisérletsorozat adott biztonsaggal
mekkora hatasokat képes kimutatni. Amennyiben ezzel nem vagyunk elégedettek, meg
kell valtoztatnunk a kisérleti tervet. Egyetlen faktor esetén vagy a faktorszintek, vagy az
ismétlések szamat novelhetjiik.

15.2.2. Két rogzitett faktor szerinti keresztosztalyozas

A két faktor szerinti keresztosztalyozasnal hasonldan szamithatjuk ki a masodfaju hiba
valoszinliségét adott ellenhipotézishez, ahogy azt az egy faktor szerinti osztalyozéasnal
tettiik. Vegylik példaképpen az A faktor hatasa vizsgalatanak masodfaju hibajat, a tobbi
(B, AB) hatasokra az eljaras analog.

A 12.1. pontban lattuk, hogy haa HY: o; =0, i =1,...,r nullhipotézis igaz, vagyis ha
az A faktornak nincs hatasa, az S, = qu(yi,, -V. )2 négyzetosszeg ;(20'62 eloszlasq,

v=r— 1 szabadsagi fokkal. Ekkor az Sa négyzetdsszeg varhato értéke v, o, ahol v,
az Sa négyzetdsszeg szabadsagi foka (v, =r —1), tehat E(S A): (r —l)o-e2 .

Amennyiben H} nem igaz, tehdt az A faktornak igenis van hatisa, az Sa
négyzetdsszeg nem-centralis y°c? eloszlast, varhaté értéke nem v,o-, hanem

(VA + ¢2 )O'ez -

A 42 paraméter kifejezését megkapjuk, ha (12.22)-bél figyelembe vessziik, hogy

E(Sa)=(r—2)of +ap et =(r —1)of +(r —1)apd(A), (15.7)
P&’
amelybil g2 == _ (T=L)ap®(A) (15.8)
O, O,

e e

Az Fo probastatisztika, azaz az s2 /s? arany nem F-eloszlast, hanem tn. nem-centrélis
F-eloszlast kovet: F™ (vl,v2,¢2). Ha a masodfaji hiba g valdsziniiségét akarjuk

kiszamitani, ezt a ¢° értéket kell behelyettesiteniink a kdvetkezd dsszefiiggésbe:

B=P(F, <F,H)=P(F™(,v,.4*)<F,), (15.9)



15-2. példa

Legyen az A faktor szintjeinek szdma r =95, a B faktoré q =3, és legyen minden
beallitasnal p = 3 ismételt kisérletiink.

Mekkora a masodfaju hiba elkdvetésének S valoszinlisége, ha az A faktor egyes
szintjein a hatas rendre 0.75, 0.75, 0, 0, 0 és (782 =047

S -3 2 07 o

(5-1)-0.4

Eldszor ki kell szamitanunk a paraméterek értékeét:

2
¢ :—qufi =(r —1)qp$2A) =4.3.3-0.7* =17.64;
O, (o

e

Az F-proba 0.05-os szignifikanciaszinthez tartozo kritikus értéke Fy(4,30)= 2.69

Masodfaju hibat akkor kovetiink el, ha az Fo probastatisztika kiszamitott értéke ezt a
hatart nem haladja meg, pediga H: «; =0, i =1,...,r nullhipotézis nem igaz.

B=P(F, <F,|H,)=P(F™(,,v,,4?)< F,)= P(F™(4,3017.64) < 2.69)=0.11

Vagyis 0.11 a valészintisége annak (kb. minden tizedik esetben eléfordulhat), hogy nem
vessziik észre az A faktor szintjei kozotti killonbség hatdsat, ha a hatasok a feltételezett
nagysaguak.

A kérdés a gyakorlatban inkabb ugy meriil fol, hogy azt szeretnénk tudni, az adott
kisérleti tervvel (r, g, p) mekkora hatas mutathato ki adott 1 — £ (pl. 90%) biztonsaggal.
Ha ezzel nem vagyunk elégedettek (kisebb hatasokat is ki szeretnénk mutatni), meg kell
valtoztatni a kisérleti tervet.

A Fliggelék Il. tablazatabol, melyet Lorenzen és Anderson (1993) konyve nyoman,
az itt vazolt algoritmus szerint készitettlink (Baharev és Kemény, 2008), olvashatjuk ki

a \/ qu ol / [(I’ —l)()'e2 J = \/qu(A) / o, ¢értekeket az K, = S,i / Sé probastatisztika
szabadsagi fokainak fliggvényeben. A Fiiggelék Il. tablazatban hivatkozott C értéke itt
gp. Ha a \/ CD(A)/ ol = \/ Za 2 / [(r —l)anJ szoras jellegli mennyiséget akarjuk
kiszamitani, a tablazatbol kiolvasott értéket még el kell osztani @ -vel.

15-3. példa

Legyen az A faktor szintjeinek szdma r =95, a B faktoré q =3, ¢és legyen minden
beallitasnal p = 3 ismételt kisérletiink, ugyaniugy, mint a 15-2. példaban. Legyen adott
az els6faji hiba o =0.05 és a masodfaji hiba f=0.1 megengedett valdsziniisége.
Kérdezziik, hogy az A faktorra mekkora az a hatds, ami ezzel a tervvel mar kimutathato.

Példankban a szamlalo szabadsagi foka r—1=4, a nevezéé rq(p—1)=30. A

tablazatbol kiolvasott érték 2.124, ezt kell osztani +/gp =+/3-3 = 3-mal, igy 0.7 adodik.



Tehat a \/Zaiz / l(l’ —l)de2 J szoras jellegh mennyiség az A faktor kimutathatod
hatasara 0.7.

15.2.3 A kimutathat6 eltérés nagysaga az altalanos terv rogzitett hatasaira

Az 0sszehasonlitas altalanos esetben a kovetkezo:

52

F, = szzémlélé . (15.10)
S

nevezo

A kérdéses faktor ugyan rogzitett, de a terv tartalmazhat véletlen faktorokat is, €s ezeket
is hasznaljuk az 6sszehasonlitasban.

Vegylik példaként az A rogzitett faktor hatdsanak kimutatdsat olyan kétfaktoros
keresztosztalyozasi tervben, amelyben A rogzitett, B véletlen faktor. A szamlalo és a
nevezd varhatd értéke éppen a kérdéses hatasban kiilonbozik:

E(s24mias )= PA®(A)+ pot + 07, (15.11)
E(s205 )= P02 + 2. (15.12)

nevezo
A szamlalo szabadsagi foka a példaban r — 1, a nevez6é (r — 1)(q — 1).
Ha a hatas nem létezik [D(A)=07, a szamlélo és a nevezd varhatd értéke egyarant
PO +O .

Altalaban egy rogzitett hatasra
E(S24mas )~ E(SZuers ) = CD(hatss ), (15.13)

szamlalo nevezé

ahol C a szamlalobeli szorasnégyzet varhatd értékének kifejezésében @(hatas)
egyiitthatdja. A vizsgalt példaban C = pq.

A Fuggelék Il. tablazata tartalmazza rogzitett hatdsokra a \/C @(hatas )/ E(S2 )

nevezé

értékeket a szamlalo €s a nevezd szabadsagi foka fliggvényében.
15-4. példa

15-1. tablazat

Hatas  Szérasnégyzet Szab. fok A szorasnégyzet varhato értéke
Ai s 1 24D(A) + 6025 + 2055 + O

Bj 52 3 1202 + 605, + 405 + 205 +0°
ABij Sg 3 6055 +20 g + 07

Cr se 2 160(C) + 405 + 205 + 07

ACik Sic 2 8D(AC) + 2055 +0¢

BCik Sc 6 4G5 +2055. + 07

ABCik Shgc 6 20gc +0,

Al sz 24 o’

6



Szamitsuk ki, hogy a 15-1. tablazatbeli A rogzitett faktornal mekkora a kimutathato
eltérés nagysaga a szokasos « = 0.05, = 0.1 hiba-valosziniisé¢gekkel!

A kérdéses 0sszehasonlitas:

Sa

<2 !

SAB

F, =

ahol a szamlalé varhato értéke 24D(A)+ 605, + 07 , a nevezdé 604z + 0. .
A példaban r =2, tehat V46 = —1=1, és q =4, tehat v, =(r—1)q-1)=3. A
Fiiggelék 11. tablazatabol kiolvasott érték 5.014, ez osztandd /C =~/24 -gyel, mert a

szamlalobeli szorasnégyzet varhato értékében 24 a ®d(A) egyﬁtthat()ja:% = 1.023,

négyzete 1.047. Vagyis az A faktor okozta hatas ,szorasnégyzetének” legalabb
akkoranak (pontosabban 1.047-szor akkoranak) kell lennie, mint posg +o7 , hogy 90%
biztonsaggal észleljiik, és ne higgylik zérusnak. A fejezet bevezetdjében mutatott 15-2.
tablazat szerint 1.023 a kis kimutathatd hatdsok csoportjaba tartozik. Ez csak globalis
megitélés, ha altalanosabban akarjuk jellemezni a tervet. Hogy a kisérletezd céljainak
megfelel-e, viszonyitani kell a szakmailag relevans kimutatando eltéréshez.

15-2. tablazat

A= \/ @(hatés )/ E(s 2 ) kimutathatosag

0.5 alatt nagyon kis hatasok
0.5 és 1.5 kozott kis hatasok

1.5 és 3.0 kozott kozepes hatasok

3 ¢és 5 kozott nagy hatasok

5 folott nagyon nagy hatasok

15.3. A masodfaju hiba valésziniisége, a kimutathaté eltérés nagysaga
véletlen hatasokra

15.3.1. Egy véletlen faktor szerinti osztilyozas

13-2. tablazat

Az eltérés eltérés- szab. |szorasnégyzet|a Szorasnégyzet| Fo
forrasa négyzetosszeg fok varhato értéke
A hatésa 2 S 2
S, = e _ 2 _ °A 2 2 S
(csoportok A pzi:(y,. y.,) r-1 |si= r—1 Og + PO S—é‘
kozotti) R
Ismétlések B 2 2 Sk
(csoportokon | 5 = sz:(yii - yi~) r(p-1) |s% = r(p-1) o)
beliili)
. 2
Teljes sOZZZ(y” _y_‘) rp—-1
i




Az si szorasnégyzet varhato értéke a 13-2. téblazat szerint poi +o’, az s3

szorasnégyzeté o, tehat az si / sZ hanyados (az Fo probastatisztika) eloszlasa (13.12)

2 2
F pO-A+O-e .

2
O

atrendezésével altalanos esetben

A masodfaju hiba valoszinlisége:

2 2
B=P(F, <F|H,)= P[F PIaTIe Faj. (15.14)
Ge

15-5. példa

13-1. példa

Egy elemzést harom napon naponta kétszer végeztek el. Az eredményeket (y;) a 13-1. tablazat
tartalmazza.
13-1. tablazat

1. nap 2. nap 3. nap
96.897 96.905 97.495
96.963 97.567 97.195
Yi. 96.930 97.236 97.345 | y..=97.1705

Vizsgaljuk meg, hogy ha a 13-1. példdban (3 nap, két-két ismétlés) a napok kozotti
eltérés variancidja az ismétlési hiba variancidjanak 9-szerese (o, /o, =3), mekkora a

valoszinlisége annak, hogy a napok hatdsat nem talaljuk szignifikdnsnak, vagyis
mekkora a masodfaju hiba elkovetésének valdszinlisége. Az elséfaju hiba megengedett
valoszinlisége 0.05 volt.

A szamlalo szabadsagi foka v1 = 2, anevez6é v = 3, a 0.05-0s szignifikanciaszinthez
tartozo kritikus F érték 9.55, az ismétlések szama p = 2.

1
2-9+1

2 2
B= p(Fw<9.55j: P(F <9.55

O

) = P(F <0.5026)=0.352

Tehat amennyiben a napok okozta ingadozas variancidja 9-szerese az ismétlési
ingadozas variancidjanak, 100 eset koziil 35-szor azt fogjuk taldlni, hogy a napoknak
nincs ingadozasnoveld hatésa.

15-6. példa

Az el6z6 példaban (a szamlalo szabadsagi foka vi =2, a nevezéé v» =3, a 0.05-0s
szignifikanciaszinthez tartozo kritikus F érték 9.55, az ismétlések szama p = 2) a napok
kozotti eltérés variancidja az ismétlési hiba variancidjdnak hanyszorosa kell legyen
ahhoz, hogy 90% biztonsaggal kimutassuk (vagyis hogy a masodfaju hiba valdszintlisége
0.1 legyen)?

A masodfaju hiba valoszintiségének kifejezése:



2 2 2 2
ﬂ:P(F—O—At% <9.55j:P(F <955, 3 2 2):01.
o, o,

e JA +

A Statistica programmal szamolva a v1 = 2, v, = 3 szabadsagi fokt F-eloszlasu valoszintiségi
valtozonak az az értéke, amelyet 0.1 valdszinliséggel halad meg lefelé, 0.10915. Ennek
felhasznalva, a

2
O

0.10915=9.55—"*—

2 2

20, + O,

egyenletbdl o2 /62 =432, o, /0, =6.57.

Ez azt jelenti, hogy az A faktornak (a napoknak) tulajdonithaté ingadozasnak
6.57-szorosan meg kell haladnia a csoportokon beliili ingadozas szigmajat ahhoz, hogy
90% biztonsaggal kimutassuk.

A Fiiggelék I1. tiblazataban adjuk meg az a = 0.05, S = 0.1 hiba-valdsziniiségekhez tartozo
kiszamitott o aranyokat, ahogy Lorenzen ¢€s Anderson (1993) nyoman, az itt vazolt

algoritmussal kiszdmoltuk. Az egy véletlen faktor szerinti osztalyozasndl a tablazatot ugy kell
hasznalni, hogy a szamlalo szabadsagi fokahoz (r — 1) és a nevez6 szabadsagi fokahoz [r(p — 1)]

kiolvasott szamot elosztjuk \/6 -vel, ez adja a kimutathaté o, /o, ardnyt. A \/6 a megfeleld

szorasnégyzet varhato értékének kifejezésében O'f\ egyiitthatojanak négyzetgyoke.

15.3.2. Két véletlen faktor szerinti keresztosztalyozas

Amikor az A faktor hatasanak kimutatasarol van szo, az Fo probastatisztikahoz a
szamlalo varhat6 értéke qpos + Poag + 0, anevezdé Poag +o- . A szamlaloban 1évé
szérasnégyzet szabadsagi foka r — 1, a nevezOben 1év6é (r — 1)(q — 1). A masodfaji hiba
valdsziniisége:

2 2 2
B=P(F, <F|H,)= P[F PIaT POse 19 j:

2 2 a
POss t 0,

2 2
—PlF<F,— PO | (15.15)
gpo s+ Popg + O,

15-7. példa

Egy elemzést nemcsak kiilonboz6 napokon végeztek el, hanem kiilonbozd személyek is. Ugy
képzeljiik el a helyzetet, hogy a napok ill. a személyek sokasdgabol valasztunk szinteket az
adott kisérletsorozathoz, tehat a nap is, a személy is véletlen faktor. Minden kombinacidban
azonos p szamu ismétlést végziink. Az eredményeket a 13-6. tablazat mutatja.



13-6. tablazat

1. nap 2. nap 3. nap Y.
1. személy 96.897 96.905 97.495
96.963 97.567 97.195 97.170
2. személy 97.232 97.241 97.215
97.184 97.025 97.581 97.247
3. személy 96.988 97.202 97.352
96.797 97.324 97.283 97.158
4. személy 97.035 97.339 97.388
97.095 97.318 97.168 97.224
Yi. 97.024 97.240 97.335 y.=97.200

A példahoz tartoz6 ANOVA téablazat:

Eltérés| Eltérés-négyzetosszeg Szab. Szoras- Szorasnégyzet Fo
forrasa fok négyzet | varhat6 értéke
2 S 2 2 2
A SA :qull(yl_y) r—-1 5/2_\ = r_A]_ gPCOp + PO + Oy Si/siB
B 2 S 2 2 2
SB=rp;(y.j.—yM.) a-1 |5 =5y PO PoR Oy
Spe = Sap =
(r-1) | 2 | 2 s25/52
AB _ oy 2 _ S POag +Ce ABITR
=p Vi = Y=Yy +Yy.) | (a=1) |- >
Z;( ‘ ) (r-1(a-1)
Ism. |S ZZZZ(Y —y..)2 7|2 = Sa |,
e ro(p-3)|% " rq(p—1) %
. 2
Teljes |s, = Zzz(y”k - y) rap -1
i j k

A 13-4. példaban az A faktor (napok) hatdsdnak vizsgalatakor a szamlalo szabadséagi
foka v1 =2, a nevez6é v» = 6, a kritikus F-érték o = 0.05 megengedett elséfaju hiba-
valdszinliséghez 5.14.

Mekkora a masodfaju hiba elkdvetésének valdsziniisége, ha a napok kozotti eltérés
variancidja az ismétlési hiba variancidjanak 9-szerese (o,/o,=3), és nincs

koélcsonhatas a napok és személyek kozott (oag = 0)?

2 2
PO t O,

2 2
gPo, + PO + O,

,BzP(F<Fa

> |= P(F <5.14#j =P(F <0.0704)=0.067
4.2-9+1

Tehat ha a 13-4. példa szerinti tervet hajtjuk végre (3 nap, 4 személy, 2 ismétlés), csak
kb. 7% eséllyel mulasztjuk el észrevenni, hogy a napok k6zott ekkora kiillonbség van.
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15-8. példa

Mekkora kell legyen az el6z6 példaban a o,/c, ardny (tovabbra is o =0 mellett),

hogy azt 90% valodsziniiséggel észrevegyiik?
Az F-eloszlas 0.1 valoszinliséghez tartozd értéke (vi=2, w =6) a statisztikai
programmal szdmolva 0.1072. Az

2 2
5.14. 29mF% 0107
8o, + 20,5 + 0
egyenletbdl
2
9r __5868, ——ZA 2422,

2

— A
ZO-AB +O'e IZGiB-}-O'eZ

Ha o35 =0, akkor a 90% biztonsaggal kimutathaté arany o,/c, =2.422.

Amennyiben Gez -re a példabeli 0.028-et vessziik, oa-ra 90%-os biztonsagu kimutatasi
hatarként 0.39 adddik. Ez nem azt jelenti, hogy kisebb oa ingadozést nem vesziink észre,

csak 10%-nal nagyobb a valoszinlisége, hogy egy kisérletben Si akkoranak adodik,
hogy nem vessziikk észre. A 15-1. abra a masodfaju hiba valdszinliségét mutatja

kiilonboz6 on értékekhez.
2

A Fliggelék I11. tablazatabol a % arany négyzetgyokét ugy kaphatjuk meg,
POas + O

hogy a szamlalo szabadsagi fokdhoz (r—1, itt 2) és a nevezd szabadsagi fokédhoz
[(r— 1)(q— 1), itt 6] kiolvasott szamot closztjuk (itt 6.853) /qp -vel (itt /8 -cal). A
+dP a megfeleld szorasnégyzet varhato értékének kifejezésében O ,i egyltthatojanak
négyzetgyoke.

Ugyanez a szdmitasi mdod érvényes minden véletlen hatdsra, vagyis a rogzitett és
véletlen faktorok kozotti kdlcsonhatasokra is.
1.0

0.8 |
0.6
Q
04

0.2

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
04

15-1. abra. A masodfaju hiba valdsziniisége a 15-8. példaban
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15-9. példa

A 3 nap*4 személy*2 ismétlés tervvel (oa; =0 feltételezéssel) a 90% biztonsdggal
kimutathat6 arany o,/o, =2.422 . Hany ismétlésre van sziikség az egyetlen személy

altal 3 napon végzett méréseknél, hogy a napok koézotti ugyanekkora eltérést ugyancsak
90% biztonsaggal kimutassunk?
2
. , 1114 , , o , , , Oa
A Fuggel¢k I11. tablazataban egy véletlen faktor szerinti osztalyozas eseténa | p—5

e

értékek vannak. Itt tudjuk a variancidk aranyat, de p a kérdésben is szerepel, tehat
2

probalgatnunk kell. Ha p = 7-et vesziink, _| pg—’; = 6.408 -nak adodik, ott a tablazatos
Ge

érték 6.580, p = 8-ra a szamitott kifejezés 6.850, a tablazatbeli 6.385.

Tehat 7 ¢és 8 kozotti szamu ismétlésre van sziikség ehhez a statisztikai biztonsaghoz,
ha csak egyetlen személy mér 3 napon, vagyis 21-24 mérés kell 6sszesen. Lattuk, hogy
4 személy 3 napon at 2 ismétléssel végezte mérésénél, tehat Osszesen 24 mérésnél
(gyakorlatilag ugyanekkora tervnél) ugyanekkora a statisztikai biztonsag, csak utobbi
esetben a napok ¢s a személyek hatasarol is képet kapunk. Ha egyetlen személy mér 3
napon 8 ismétléssel, csak a napok hatasarol szerezhetiink tudomast.

15-10. példa
14.1. példa

Egy gyogyszergyarban a gyartott tablettakbol tételenként haromszor vesznek mintat: a
tétel gyartasanak elején, kozepén és végén. Mindegyik minta hatdanyag-tartalmat (a
tablettak elporitasa és homogenizaldsa utdn) kémiai analizissel hatarozzdk meg, 3
ismétléssel. Itt a tétel az egyik faktor, a minta a masik faktor, és harom ismétlés van. A
harom-harom minta egy-egy tételhez tartozik, nem lehet ugyanazokat a mintdkat egy
masik tételbdl kivenni.

14.1. tablazat

Tétel | Minta | mg Tétel | Minta | mg Tétel | Minta | mg
1 eleje | 2.60 2 eleje | 2.58 3 eleje | 2.55
1 eleje | 2.59 2 eleje | 2.57 3 eleje | 2.56
1 eleje | 2.60 2 eleje | 2.56 3 eleje | 2.58
1 kézepe | 2.62 2 kézepe | 2.58 3 kozepe | 2.56
1 kbézepe | 2.60 2 kozepe | 2.58 3 kozepe | 2.60
1 kbézepe | 2.62 2 kézepe | 2.58 3 kozepe | 2.57
1 vége | 2.57 2 vége | 2.59 3 vége | 2.57
1 vége | 2.57 2 vége | 2.59 3 vége | 2.56
1 vége | 2.58 2 vége | 2.57 3 vége | 2.57

12



A feladathoz tartozo ANOVA tablazat:
14.2. tablazat

Eltérés Eltérés- Szab. |Szoérasnégyzet| Szorasnégyzet Fo
forrasa négyzetosszeg fok varhat6 értéke
§2
A Sy =X (v -v.) 52— A |gpos + pog +of 2
A i i Y r-1 AT A B ¢ | Sg(a)
2 S 52( )
_ . 2 __ B B(A
B(A) Se(a) = pzizjl(yi,-. yu--) r(q—l) Ss(a) r(q-1) pos + Gez 52
2 S 2
Ism. |°" Z;;(yjk ) |t rq(p-1) |

A 14-1. példaban nem taldltuk szignifikdnsnak a tételek kozotti kiilonbséget, tehat azt
kellene mondanunk, hogy o = o, = 0. Ha azonban ezzel nem torédve becslést adunk
a tételek hatdanyag-tartalma ingadozasanak variancidjara, a tobbi varianciahoz hasonlo
nagysagu értéket kapunk. Folmeriil tehat a kérdés, hogy az adott tervvel mekkora o7,
varianciat tudnank mar kimutatni (pl. 90%-o0s biztonsaggal).

A probastatisztika, amellyel dontiink a nullhipotézistél F, = s3 / Sé( a) - A szamlalo

szabadsagi foka 2, a nevez6¢é 6, /gp =+/3-3 =3. A Fliggelék 1. tablazatabol kiolvasott
értek  6.853, tehdt a  két  variancia  aranydnak = minimalis = értéke
o. 6853

po é(A) + 0,

=5.218 kell legyen, hogy 90% valosziniiséggel kimutassuk. Ha
a nevezd helyett annak Sé( A =9 -10™* becslését vessziik, a oa =05y minimalis
sziikséges nagysaga 5.218-5-10 =2.61-107°.

15.3.3. A kimutathaté eltérés nagysaga az altalanos terv véletlen hatasaira

Kizérolag véletlen faktorokat tartalmazd tervben a faktorok hatasa, vagy vegyes tervben
a véletlen faktorok hatasa kimutathatosaganak vizsgalatahoz is a Fliggelék I11. tdblazatat
hasznaljuk.

15-11. példa

Szamitsuk ki, hogy a 15-1. tdblazatbeli B véletlen faktorndl mekkora a kimutathatd
eltérés nagysaga a szokasos a = 0.05, # = 0.1 hiba-valoszintiségekkel!

A kérdéses 0sszehasonlitas:

F, =

w|m
20 N N

13



A B faktor szintjeinek szama q = 4, tehat v_, ., = q —1=3. Az ismétlések szama p = 2,

a masik két faktor szintjeinek szama r = 2, t = 3, tehat
Vhevezs = rqt(p _1): 2-4-3-1=24.

A Fiiggelék I11. tablazatabol kiolvasott érték 3.818, ez osztandé /C =+/12 -vel (mert a
szamlaloban szerepld szorasnégyzet varhato értékének kifejezésében a o}

egyiitthatoja 12): 3.818/~12 =1.102, négyzete 1.214. Vagyis a o2 -nek 1.2-szeresen

kell meghaladnia o nagysagat, hogy 90% biztonsdggal észrevegyiik (zérustol
szignifikansan kiilonb6zének mindsitsiik), amennyiben a tobbi variancia zérus. A 15-2.
tablazat szerint 1.102 a kis kimutathatd hatdsok csoportjaba tartozik. Ez csak globalis
megitélés, ha altalanosabban akarjuk jellemezni a tervet. Hogy a kisérletezd céljainak
megfelel-e, viszonyitani kell a szakmailag relevans kimutatand¢ eltéréshez.

14



. tdblazat.
A=6/o, értékei egy rogzitett faktor szerinti osztalyozashoz,  =0.05, 5 =0.1
A sorokban az ismétlések szdma, az oszlopokban a faktor szintjeinek szdma a

paraméter
2 3 4 5 6
2 6.785 6.535 6.381 6.318 6.303
3 3.554 3.809 3.941 4.042 4.127
4 2.7124 2.977 3.120 3.226 3.315
5 2.303 2.534 2.669 2.770 2.853
6 2.036 2.247 2.373 2.468 2.545
7 1.846 2.041 2.159 2.247 2.320
8 1.702 1.884 1.994 2.078 2.146
9 1.494 1.655 1.754 1.830 1.891
10 1.348 1.494 1.585 1.654 1.710
12 1.238 1.372 1.457 1.520 1.573
14 1.151 1.276 1.355 1.415 1.464
16 1.081 1.198 1.273 1.329 1.375

18 1.022 1.133 1.203 1.257 1.301
20| 0.971 1.077 1.144 1.195 1.237
22| 0.928 1.029 1.093 1.142 1.182
24| 0.890 0.987 1.049 1.096 1.134
26| 0.856 0.949 1.009 1.054 1.091
28| 0.826 0.916 0.973 1.017 1.053
30| 0.712 0.789 0.839 0.877 0.908
40| 0.578 0.642 0.682 0.713 0.738
60| 0.500 0.554 0.589 0.616 0.638
80| 0.446 0.495 0.526 0.550 0.570
100 | 0.315 0.349 0.371 0.388 0.402
500 | 0.199 0.220 0.234 0.245 0.254
1000 | 0.140 0.156 0.166 0.173 0.180
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I1. tdblazat
\/ c @ (hatas )
EMS (nevez )
a=005, =01
A sorokban a nevezd szabadsagi foka, az oszlopokban a szdmlalo szabadsagi foka
a paraméter

értekei tobb rogzitett faktor szerinti osztalyozashoz,

1 2 3 4 5 6 10 20 50
1| 20.96] 23.25| 24.16| 24.65| 24.95| 25.15| 25.57| 25.89| 26.08
2| 6.796] 6.710| 6.682| 6.668| 6.659| 6.653| 6.642| 6.633| 6.628
3| 5.014| 4.630| 4.475| 4.390| 4.336| 4.299| 4.221| 4.159| 4.121
4] 4396| 3.900| 3.692| 3.576| 3.502| 3.450| 3.339| 3.250| 3.193
5
6
7

4.092| 3.538| 3.301| 3.166| 3.079| 3.018| 2.886| 2.777| 2.707
3.913| 3.324| 3.068| 2.921| 2.825| 2.757| 2.609| 2.486| 2.405
3.795| 3.183| 2.914| 2.759| 2.656| 2.583| 2.423| 2.287| 2.197
8| 3.712| 3.084| 2.805| 2.643| 2.535| 2.458| 2.288| 2.142| 2.044

10| 3.604| 2.953| 2.661| 2.489| 2.375| 2.292| 2.107| 1.944| 1.832
12| 3.536| 2.871| 2.570| 2.392| 2.272| 2.186] 1.989| 1.814| 1.690
14| 3.489| 2.815| 2.508| 2.325| 2.202| 2.112| 1.907| 1.721| 1.588
16| 3.455| 2.774| 2.463| 2.276| 2.150| 2.058| 1.846| 1.652| 1.510
18| 3.429| 2.743| 2.428| 2.239| 2.111| 2.017| 1.800| 1.598| 1.449
20| 3.409| 2.718| 2.401| 2.210| 2.080| 1.984| 1.762| 1.554| 1.399
22| 3.393| 2.698| 2.379| 2.186| 2.054| 1.957| 1.732| 1.519| 1.357
24| 3.380| 2.682| 2.361| 2.166| 2.033| 1.935| 1.707| 1.489| 1.322
26| 3.368| 2.669| 2.346| 2.150| 2.016| 1.917| 1.686| 1.464| 1.292
28| 3.359| 2.657| 2.333| 2.136| 2.001| 1.901| 1.667| 1.442| 1.265
30| 3.351| 2.647| 2.322| 2.124| 1.988| 1.888| 1.652| 1.423| 1.242
40| 3.322| 2.613| 2.283| 2.082| 1.944| 1.841| 1.597| 1.355] 1.159
60| 3.295| 2.580| 2.246| 2.042| 1.900| 1.794| 1.542| 1.287| 1.070
80| 3.281| 2.563| 2.227| 2.022| 1.878| 1.772| 1.515| 1.252| 1.022
100 3.273| 2.554| 2.216| 2.010| 1.866| 1.758| 1.498| 1.231| .9926
200| 3.257| 2.534| 2.195| 1.986| 1.840| 1.731| 1.466| 1.187| .9298
500| 3.248| 2.523| 2.182] 1972| 1.825| 1.715]| 1.446| 1.161| .8894
1000| 3.245| 2.519| 2.178] 1.967| 1.820| 1.709| 1.439| 1.152| .8754
o | 3.242| 2515| 2.173| 1.962| 1.815| 1.704| 1.433| 1.143| .8610
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I11. tablazat

2
C— Thats — értékei egy vagy tobb véletlen faktor szerinti osztalyozéashoz,
EMS (nevez §)

a=0.05, =01
A sorokban a nevezd szabadsagi foka, az oszlopokban a szdmlalo szabadsagi foka
a paraméter

1 2 3 4 5 6 10 20 50

80.218]41.231|34.549|31.932|30.554|29.707|28.171(27.143|26.573
30.255]13.038|10.182| 9.068| 8.481| 8.121| 7.465| 7.025| 6.780
23.276| 9.301] 7.001] 6.100| 5.624| 5.330| 4.792| 4.429| 4.225
20.722| 7.949] 5.849| 5.024| 4.585| 4.313| 3.813] 3.471| 3.27/8
19.423| 7.264| 5.265| 4.476| 4.054| 3.793| 3.308| 2.973| 2.782
18.641| 6.853| 4.913| 4.145| 3.733| 3.476| 2.998| 2.665| 2.473
18.121] 6.580| 4.679| 3.924| 3.518| 3.264| 2.789| 2.455| 2.260
8|17.750| 6.385| 4.512| 3.765| 3.364| 3.111| 2.638| 2.301| 2.104
10/17.258| 6.126] 4.289| 3.554| 3.157| 2.907| 2.433| 2.091| 1.887
12116.946| 5.963| 4.148| 3.420| 3.025| 2.775| 2.300| 1.953| 1.742
14/16.731| 5.850| 4.050| 3.327| 2.933| 2.684| 2.207| 1.854| 1.637
16/16.574| 5.767| 3.979| 3.259| 2.866| 2.617| 2.137| 1.780| 1.557
18|16.454| 5.704| 3.924| 3.206| 2.814| 2.565| 2.084| 1.723| 1.494
20[16.360| 5.655| 3.881| 3.165| 2.774| 2.524| 2.041] 1.676| 1.443
22|16.284| 5.615| 3.846| 3.132| 2.741| 2.491| 2.007| 1.638| 1.400
24116.221| 5.582| 3.818| 3.104| 2.713| 2.464| 1.978| 1.606| 1.364
26/16.168| 5.554| 3.794| 3.081| 2.690| 2.440| 1.953| 1.579| 1.333
28(16.123| 5.530| 3.773| 3.061| 2.671| 2.421| 1.933| 1.556| 1.306
30[/16.084| 5.510| 3.755| 3.044| 2.654| 2.404| 1.915| 1.535| 1.282
40[{15.950| 5.440| 3.694| 2.985| 2.595| 2.344| 1.852| 1.463| 1.196
60(15.819| 5.371| 3.634| 2.927| 2.537| 2.286| 1.788| 1.390| 1.105
80[15.755| 5.337| 3.605| 2.899| 2.508| 2.257| 1.757| 1.352| 1.056
100|15.716| 5.317| 3.587| 2.882| 2.491| 2.240| 1.738| 1.329| 1.025
200|15.640| 5.277| 3.552| 2.848| 2.457| 2.205| 1.700| 1.282| .960
500|15.595| 5.253| 3.531| 2.828| 2.437| 2.185| 1.677| 1.254| .919
1000|15.580| 5.246| 3.524| 2.821| 2.431| 2.178| 1.670| 1.244| .904

N[OOI WIN|EF
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